
Fourier変換を用いた波動方程式の解の公式の導出
Derivation of solution formula for weve equations using the Fourier transform
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Abstract: In this article we first define the Fourier transform and give some basic properties of the Fourier transform. Then
we give the formula for the solution of the wave equation in general dimensions using the Fourier transform. Moreover we
give the formula for the solution of the wave equation in three dimensions without using the Fourier transform.

1. 定義と命題
本講演では d次元波動方程式の Cauchy問題

△u =
∂2u

∂t2
, u(x, 0) = f(x) ,

∂u

∂t
(x, 0) = g(x) (1)

の解の公式を Fourier変換を伴った形で導出を行う．その
ためにいくつかの定義と命題を与える．

Laplace作用素を

△ =

d∑
k=1

∂2

∂x2
k

と定義し，与えられた非負整数の組 α = (α1, · · · , αd)に
対し，単項式 xα，微分作用素 (∂/∂x)α をそれぞれ

xα =

d∏
k=1

xαk

k ,

(
∂

∂x

)α

=

d∏
k=1

(
∂

∂xk

)αk

と定義する．以降，非負整数の組 α = (α1, · · · , αd)のこ
とを多重指数と呼ぶ．また，Rdにおける回転を線形変換
R : Rd → Rd で，任意の x, y ∈ Rd に対し，

R(x) ·R(y) = x · y

が成立することと定義する．この条件は任意の x ∈ Rdに
対し，|R(x)| = |x|が成立すること，あるいは tR = R−1

が成立することと同値である．次に，Schwartz空間 S(Rd)

を Rd 上の C∞ 級関数で，任意の多重指数 α, β に対し，

sup
x∈Rd

∣∣∣∣∣xα

(
∂

∂x

)β

f(x)

∣∣∣∣∣ < ∞

を満たすものの全体と定義する．さらに，f ∈ S(Rd)の
Fourier変換を ξ ∈ Rd として

f̂(ξ) =

∫
Rd

f(x)e−2πix·ξdx

と定義する．

命題 1. f ∈ S(Rd)とする．このとき次が成立する．
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(i) 任意の多重指数 αに対し

(2πiξ)αf̂(ξ) =

∫
Rd

(
∂

∂x

)α

f(x)e−2πix·ξdx

(ii) 任意の多重指数 αに対し(
∂

∂ξ

)α

f̂(ξ) =

∫
Rd

(−2πix)αf(x)e−2πix·ξdx

(iii) 任意の回転Rに対し

f̂(R(x)) =

∫
Rd

f(R(x))e−2πix·ξdx

命題 2. f ∈ S(Rd)とする．このとき次が成立する．

(i) f̂ ∈ S(Rd)

(ii)

∫
Rd

|f(x)|dx < ∞

命題 3. f ∈ S(Rd)とする．このとき次が成立する．

(i) Fourierの反転公式

f(x) =

∫
Rd

f̂(ξ)e2πix·ξdξ

(ii) Plancherelの定理∫
Rd

|f̂(ξ)|2dξ =

∫
Rd

|f(x)|2dx

2. 主定理：d次元波動方程式の解の公式
d 次元波動方程式の解の公式を導出することから始め
る．f, g ∈ S(Rd)，uを波動方程式の Cauchy問題の解と
する．波動方程式

△u =
∂2u

∂t2

に対し，xについて Fourier変換を形式的に適用すると

−4π2|ξ|2û =
∂2û

∂t2
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が得られる．各 ξ ∈ Rd を固定すると上式は tについての
常微分方程式であり，解は未知関数 A(ξ), B(ξ)を用いて

û(ξ, t) = A(ξ) cos(2π|ξ|t) +B(ξ) sin(2π|ξ|t)

で与えられる．初期値に対し，xについて Fourier変換を
適用することで

û(ξ, t) = f̂(ξ) cos(2π|ξ|t) + ĝ(ξ)
sin(2π|ξ|t)

2π|ξ|

が得られる．ûに対し，ξ について Fourierの反転公式を
適用すると

u(x, t) =∫
Rd

(
f̂(ξ) cos(2π|ξ|t) + ĝ(ξ)

sin(2π|ξ|t)
2π|ξ|

)
e2πix·ξdξ

が得られる．

定理 4. f, g ∈ S(Rd)とする．このとき，d次元波動方程
式の Cauchy問題 (1)の解は次のように表現できる.

u(x, t) =∫
Rd

(
f̂(ξ) cos(2π|ξ|t) + ĝ(ξ)

sin(2π|ξ|t)
2π|ξ|

)
e2πix·ξdξ (2)

3. 主定理の証明の概略
(2)のuが波動方程式の解であること，初期条件を満たし
ていることを確かめる．f, g ∈ S(Rd) , k ∈ N (1 ≤ k ≤ d)

とする．また，(2)の右辺の被積分関数を F (x, ξ)とおく．
このとき，F (x, ξ)は各 x ∈ Rd を固定するごとに可積分
で，各 ξ ∈ Rd を固定するごとに xk ∈ Rについて C2 級
である．さらに，ξ ∈ Rdにのみ依存する可積分関数G(ξ)

が存在して， ∣∣∣∣ ∂

∂xk
F (x, ξ)

∣∣∣∣ ≤ |G(ξ)|

が成立する．これらのことから，xk についての微分と ξ

についての積分の順序交換が可能であることに注意すると

△u(x, t) =

∫
Rd

(
f̂(ξ) cos(2π|ξ|t) + ĝ(ξ)

sin(2π|ξ|t)
2π|ξ|

)
(−4π2|ξ|2)e2πix·ξdξ

が得られる．同様に，tについての微分と ξについての積
分の順序交換が可能であることに注意すると
∂2u

∂t2
(x, t) =

∫
Rd

(
−f̂(ξ) cos(2π|ξ|t)− ĝ(ξ)

sin(2π|ξ|t)
2π|ξ|

)
4π2|ξ|2e2πix·ξdξ

が得られる．したがって，uは波動方程式の解である．
また (2)のuに対し，t = 0とおくとu(x, 0) = f(x)が得
られ，tについて微分してから t = 0とおくと ∂u

∂t
(x, 0) =

g(x)が得られる．したがって，uは初期条件を満たして
いることがわかる．
ここで得られた解の公式は，与えられた関数に対し

Fourier変換の計算が必要があり，直接的に解を求めるこ
とができない．そこで，主定理の応用として 3次元にお
いて，Fourier変換を伴わない形に改めることにする．

4. 3次元波動方程式の解の公式
定理 5. f, g ∈ S(Rd)とする．このとき，3次元波動方程
式の Cauchy問題の解は次のように表現できる．

u(x, t) =
∂

∂t

(
tMt(f)(x)

)
+ tMt(g)(x)

ここで，Mt(f)(x)とは，中心 x，半径 tの球面上におけ
る関数 f の球面平均のことで

Mt(f)(x) =
1

4π

∫
S2

f(x− γt)dσ(γ)

と定義される．また，S2 は R3 上の単位球面，dσ(γ)は
S2 上の面積要素を意味する．
定理 5を証明するために，次の３つの補題を与える．
補題 6. f ∈ S(R3)ならば t ∈ Rを固定するごとにMt(f) ∈
S(R3)である．さらに，Mt(f)は tに関してC∞級で tに
関する各導関数も S(R3)に属す．
補題 7. 次の等式が成立する．

1

4π

∫
S2

e−2πiξ·γdσ(γ) =
sin(2π|ξ|)

2π|ξ|

補題 8. f ∈ S(R3)とする．このとき次が成立する．

M̂t(f)(ξ) = f̂(ξ)
sin(2π|ξ|t)

2π|ξ|t

5. 定理 5の証明の概略
主定理の証明と同様に，tについての微分と ξについて
の積分の順序交換が可能であることに注意すると，

u(x, t)

=

∫
R3

(
f̂(ξ) cos(2π|ξ|t) + ĝ(ξ)

sin(2π|ξ|t)
2π|ξ|

)
e2πix·ξdξ

=

∫
R3

(
f̂(ξ)

∂

∂t

sin(2π|ξ|t)
2π|ξ|

+ ĝ(ξ)
sin(2π|ξ|t)

2π|ξ|

)
e2πix·ξdξ

=
∂

∂t
t

∫
R3

M̂t(f)(ξ)e
2πix·ξdξ + t

∫
R3

M̂t(g)(ξ)e
2πix·ξdξ

=
∂

∂t

(
tMt(f)(x)

)
+ tMt(g)(x)

が得られる．
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