
代数的トーラスにおける消去問題とレトラクト問題
Cancellation problems on an algebraic torus

○長峰孝典 1

∗Takanori Nagamine1

Abstract: アフィン空間におけるザリスキの消去問題 (問題 2)およびレトラクト問題 (問題 3)について概説する. さら
に,それらの代数的トーラス類似を考え,得られた研究成果 (定理 4)を報告する. なお本講演は [6]に基づく.

1. はじめに
kを体 (R,Cなど), k∗ := k \ {0}とする. n ∈ Nに対し
て, kn := {(a1, . . . , an) | ai ∈ k}を n次元アフィン空間,
(k∗)n を n次元代数的トーラスという. アフィン代数幾何
学の目標の一つは,与えられた代数多様体 (多項式の連立
方程式の解空間として定まる図形)がどのようなときにア
フィン空間 knと同型となるかを明らかにすることである.

定義 1. X , Y を代数多様体とする. X が Y のレトラクト
であるとは, φ ◦ ψ = idX をみたす射 φ : Y → X および
ψ : X → Y が存在するときをいう. 特にX ⊂ Y である.

ここで,代数多様体X に対して以下の条件を考える.

(a) X ∼= kd (∼=は代数多様体としての同型を意味する),

(b) X × km ∼= kd+m となるm ≥ 1が存在する,

(c) X が kd+m のレトラクトとなるm ≥ 1が存在する.

すぐにわかるように, (a)⇒(b)⇒(c)が成り立つ.

問題 2. (ザリスキの消去問題) m = 1に対して (b)⇒(a)が
成り立つか? すなわち, X × k1 ∼= kd+1 のときX ∼= kd と
なるか (両辺から kを消去できるか)?

dimX = 1の場合, Abhyankar, Heinzer, Eakin [1]により
肯定的に解決された. dimX = 2の場合も肯定的に解決し
ており,藤田 [4],宮西・杉江 [7]など日本人数学者の貢献
が大きい. しかしながら dimX ≥ 3で標数 (1を足して 0

になる最小の数)が正の場合, Guptaが反例を与えた ([5]).
dimX ≥ 3で標数 0の場合は未解決である.
次の問題は, 1977年に Costa [3]により提唱された.

問題 3. 任意のm ≥ 1に対して (c)⇒(a)が成り立つか?

問題 3が肯定的のとき,条件 (a), (b), (c)はすべて同値と
なるため問題 2も肯定的となる. したがって,この問題は
問題 2を含む. Costaは同じ論文 ([3])で, dimX = 1の場
合に肯定的であることを示した. 筆者は dimX = 2で k

の標数が 0の場合にも肯定的となることを示した ([8]). ま
た, 前述の Guptaの反例は, 問題 3の反例にもなっている
ため, dimX ≥ 3で標数が正の場合は否定的である. しか
しながら, dimX = 2で標数が正の場合および dimX ≥ 3

で標数が 0の場合は未解決である.
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2. 主結果
本講演では,これらの問題の代数的トーラス類似を考え
る. 同様に, X に対して以下の 3つの条件を考える.

(a*) X ∼= (k∗)d,

(b*) X × (k∗)m ∼= (k∗)d+m となるm ≥ 1が存在する,

(c*) Xが (k∗)d+mのレトラクトとなるm ≥ 1が存在する.

同様に, (a*)⇒(b*)⇒(c*) が成り立つ. Bhatwadekar と
Gupta [2] は (b*)⇒(a*) 成り立つことを示した. よって,
問題 2の代数的トーラス類似は肯定的である. 本講演の主
結果は,以下の通りである.

定理 4. (cf. [6])任意のm ≥ 1に対して (c*)⇒(a*)が成り
立つ. すなわち (a*), (b*), (c*)はすべて同値である.

したがって定理 4は, [2]の結果の一般化を与える.
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