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Abstract: In this presentation, we review a proposal given by S.Bhattacharyya et. al. for an entropy of a dynamical

black hole. They considered small perturbations around the stationary geometry and required that the entropy

satisfies the second law. Then, the entropy current is identified with terms in certain component of the equation of

motion.

１．導入
本発表では [1]において提案された、動的なブラック
ホールにおけるエントロピーカレントについてレビュー
する。定常的なブラックホールのエントロピーはWald

エントロピー [2,3]として知られている。[1]では、定常
解に微小な揺らぎを加えた時空が議論され、熱力学第二
法則が成り立つことを要請して、動的なブラックホール
のエントロピーカレントが提案されている。こうして提
案されたエントロピーは定常的な極限では、Waldエン
トロピーに帰着する。

２．座標の設定
次のような計量で記述される、d次元時空 [4]を考える。

ds2 = 2dvdr − r2X(v, r, x)dv2

+ 2rωi(v, r, x)dvdx
i + hij(v, r, x)dx

idxj
(1)

この時空では r = 0の位置にホライゾンがあり、(1)はホ
ライゾン近傍の時空を表している。v、xi(i = 1, · · · , (d−
2))はホライゾンに沿った座標であり、特に v はホライ
ゾン上での時間座標の役割を担う。

３．ブースト変換の定義とテンソルの変換性
以下の変換をブースト変換と呼ぶ。

r → r̃ = λr, v → ṽ =
v

λ
(2)

この変換の無限小変換は、以下のような生成子によって
生成される。

ξ = ξµ∂µ = v∂v − r∂r (3)

計量関数が {X(vr, xi), ωi(vr, x
i), hij(vr, x

i)} のように
(vr, xi)の関数で表される場合、時空は定常であり、(3)

が Killingベクトルになる。[1]では、定常的な計量 geqµν

に微小な揺らぎの項 ϵδgµν が加わった動的な時空が考え
られている。

gµν = geqµν + ϵδgµν (ϵ ≪ 1) (4)

一般座標変換の下で不変な重力理論におけるテンソル
は、計量関数 {X(v, r, xi), ωi(v, r, x

i), hij(v, r, x
i)} と微

分演算子 {∂v, ∂r,∇i}及び rから作られる。テンソルの
成分Aがブースト変換の下で、以下のように変換される
場合に、wを Aのブースト重みと呼ぶ。

A(v, r, xi) → Ã(ṽ, r̃, xi) = λwA(v, r, xi) (5)

Aの下付き vの数と下付き rの数の差がAのブースト重
みに一致する。

w = (下付き vの数)− (下付き rの数) (6)

また、r, vのブースト重みはそれぞれ+1、−1であり、計
量関数 {X,ω, hij}はブースト重みが 0であることが言え
る。定義から、∂v, ∂r,∇iのブースト重みはそれぞれ+1、
−1、0である。正のブースト重みを持つ項は、定常解の
場合には値が 0になり、非定常解の場合は高々O(ϵ)にな
る。このため、正のブースト重みを持つ因子を二つ以上
持つ項は線形近似の範囲では無視できる。

４．熱力学第二法則の要請
一般座標変換に対して不変な任意の重力理論における、
定常的なブラックホールのエントロピーはWaldエント
ロピーが知られている [2,3]。[1]では、これに揺らぎの補
正項を追加したものを考えている。

Stotal =

∫
Hv

dd−2x
√
h(1 + sHD

w + scor) (7)

ここで、sHD
w はWaldエントロピーにおける高階微分項

からの寄与である。平衡状態では補正項の scor はゼロに
なり、StotalはWaldエントロピーになる。線形オーダー
までの熱力学第二法則が成り立つことを仮定し、scor を
読み取ることを考える。θを次のように定義する。

∂Stotal

∂v
≡

∫
Hv

dd−2x
√
hθ (8)

v → ∞で定常状態へ収束する (θ → 0)と仮定し、第二
法則 (∂vStotal ≥ 0)が成り立つように、全ての vに対し
て、θ ≥ 0であること、すなわち、∂vθが単調減少関数で
あることを要請する。(7)の定義から ∂vθ は以下のよう
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に書ける。

∂vθ = −Rvv + ∂v[
1√
h
∂v

(√
h(sHD

w + scor)
)
] +O(ϵ2)

(9)

Evv を運動方程式の vv成分、EHD
vv を高階微分項からの

寄与、Tvvをエネルギー運動量テンソルの vv成分だとす
ると、−Evv = Rvv + EHD

vv = Tvv と書ける。ヌルエネ
ルギー条件を課すと、Tvv ∼ O(ϵ2)であるということが
議論でき、このことから、線形近似において Tvv は無視
してもよい。∂vθの主要部がO(ϵ)の場合、符号が定まら
ないため、∂vθ ≤ 0が成り立つにはO(ϵ)の項がキャンセ
ルする必要がある。このことから次式が成立する必要が
ある。

EHD
vv = −∂v[

1√
h
∂v

(√
h(sHD

w + scor)
)
] (10)

[1]ではこの式が成り立つことを要請して、scorを提案し
ている。

５．運動方程式の vv成分 Evv

一般座標変換 xµ → x′µ = xµ + ζµ の下で不変な重力
理論では次式が恒等的に成り立つ。

Dµ (ζ
µL− 2Eµνζν −Θµ[Lζg]) = 0 (11)

ここで、Lはラグランジアン、Eµνは運動方程式、Θµ[δg]

は運動方程式を導く際の全微分項であり、Lζgは計量の
Lie微分である。次に恒等的に保存するベクトルは２階
反対称テンソルの発散としてあらわすことができること
を用いると、次式を満たす反対称テンソルQµν が局所的
に存在する。

ζµL− 2Eµνζν −Θµ = −DνQ
µν (12)

(12)に対して、両辺に ζµをかけて、縮約を取る。また、
(12)は任意の ζに対して成り立つので、ζを ξ = v∂v−r∂r

に置き換える。その後で両辺をホライゾン上で評価する
と以下の Evv の式が得られる。

2vEvv|r=0 = (−Θr +DµQ
rµ)|r=0 (13)

６．エントロピーカレント
[1]では、(13)を用いて Evv を (10)と同様な形へ変形
し、エントロピーカレントを読み取っている。(13)の右
辺の 2項の v依存性を調べ、vの次数ごとに係数を比較
できる形に変形する。比較から得られた関係式を使い、
Evv を書き換え、エントロピーカレントを読み取る。
まず、Θr、Qrµ の v依存性を確認する。Θr は全微分
項であったことから、ξ に対して線形になっている。ま

た、Qrµは (12)から ξに対して線形になっている。Θr、
Qrµ において ξ = v∂v − r∂r が v依存する唯一の要素な
ので、Θr、Qrµは vに対しても線形になっている。ブー
スト重み wを持つ成分をA(w)と表すことにすると Θr、
Qrµ は以下のように表せる。

Θr|r=0 = Θ(1) + vΘ(2) = Θ(1) + v(∂vΘ(1) + ∂2
vM(0)),

Qrv|r=0 = Q(0) + vQ(1), Qri|r=0 = J i
(1) + v∂vJ̃

i
(1)

(14)

(14)を (13)へ代入し、両辺を vの次数ごとに係数比較し
て、以下の二つの式が得られる。

0 = −Θ(1) +
1√
h
∂v

(√
hQ(0)

)
+Q(1) +∇iJ̃

i
(1)

2Evv|r=0 = −
(
∂vΘ(1) + ∂2

vM(0)

)
+ ∂vQ(1) + ∂v

(
∇iJ̃

i
(1)

) (15)

第一式を用いて、第二式の ∂v
(
−Θ(1) +Q(1)

)を消去す
ると、以下のようになる。

2Evv|r=0

= −∂v[
1√
h
∂v

(√
h(Q(0) +M(0))

)
+∇i(J

i
(1) − J̃ i

(1))]

(16)

これと (10)を比較することでエントロピーカレントを読
み取ることができる。

７．まとめ
[1]において提案された、熱力学第二法則に基づいた動
的なブラックホールにおけるエントロピーカレントにつ
いてレビューした。
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