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Abstract: We consider the nonlinear Fokker-Planck model with inhomogeneous spatial diffusion subjected to the Neumann
boundary condition. The equation is based on the continuity equation and we can derive the energy law in terms of some free
energy concerning the Fokker-Planck equation. The study of the long-time behavior of the free energy for the Fokker-Planck
equation with inhomogeneous spatial diffusion, we assume the solution is positivity and boundedness. In this talk, we show
a sufficient condition for this assumption to be valid.

1. 非線形 Fokker-Planck方程式
Ω ⊂ Rn は有界な凸領域とする．α > 1，d ∈ C2(Ω)は

minx∈Ω d(x) > 0をみたし，ϕ ∈ C2(Ω)とする．以下の非
線形 Fokker-Planck方程式のノイマン問題を考える．

∂ρ

∂t
− div(ρ∇(αd(x)ρα−1 + ϕ(x))) = 0, x ∈ Ω , t > 0,

ρ(x, 0) = ρ0(x), x ∈ Ω,

ρ∇(αd(x)ρα−1 + ϕ(x)) · ν = 0, x ∈ ∂Ω.
(NFP)

ここで，νは ∂Ω上の外向き単位法線ベクトルとする．ρ0

は与えられた C2級の正値関数で ∥ρ0∥L1(Ω) = 1をみたす
ものとする．µ := αd(x)ρα−1 +ϕ(x)とおく．次に自由エ
ネルギーを

F [ρ] :=

∫
Ω

(d(x)ρα + ρϕ(x)) dx

と定める．(NFP)，境界条件から以下が成り立つ．
命題 1 ρは (NFP)の Ω上正値で有界な時間大域的古典解
とする．このとき，自由エネルギー F [ρ]に対して以下が
成り立つ．

d

dt
F [ρ] = −

∫
Ω

|∇µ|2ρ dx =: −D[ρ] (1)

(1) をエネルギー散逸則といい，D[ρ] を自由エネルギー
F [ρ]の散逸関数という．2024年度学術講演会で自由エネ
ルギーの散逸関数の長時間挙動について以下を報告した．
定理 2 (2024年度修論) n = 1, 2, 3と仮定する．ある正の
定数 λ > 0が存在して，∇2ϕ ≥ λI が成り立つとする．こ
こで I は単位行列である．ある x ∈ Ω，t > 0によらない
正の定数 C1, C2 > 0が存在して

C1 ≤ ρ ≤ C2 (2)

を満たす (NFP)の時間大域的古典解 ρの存在を仮定する．
このとき，ある正の定数 C3 > 0と C4 > 0が存在して

d(x) ≥ C3,

∫
Ω

|∇µ(x, 0)|2ρ0(x) dx ≤ C4 (3)
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が成り立つならば，ある正の定数 C5 > 0が存在して，∫
Ω

|∇µ|2ρ dx ≤ C5e
−λt, t > 0 (4)

が成り立つ．
そこで，(2)が成り立つための ρ0，d，ϕ，αに対するの十分
条件を考察する．(NFP)は div(α(α − 1)d(x)ρα−1∇ρ)の
項が存在するため，退化型拡散方程式となる．熱方程式と
は異なり，ρ0 ≥ 0であっても，(NFP)の解の正値性は一
般には成り立たないことが知られている．我々は µに関
する方程式を考察することで次の結果を得た．

定理 3 任意の x ∈ Ωに対して

αd(x)ρα−1
0 (x) > max

y∈Ω
ϕ(y)− ϕ(x) (5)

が成り立つとする．このとき，(NFP)の時間大域的古典解
ρに対して，(2)が成り立ち，C1，C2は具体的に以下で表
される．

C1 =

(
miny∈Ω µ(y, 0)−maxy∈Ω ϕ(y)

αmaxy∈Ω d(y)

) 1
α−1

,

C2 =

(
maxy∈Ω µ(y, 0)−miny∈Ω ϕ(y)

αminy∈Ω d(y)

) 1
α−1

.

とくに，C1，C2 は x ∈ Ω，t > 0には依存しない．
注意 4 定理 2では拡散係数 d(x)を大きくとることを考え
ている．C1，C2 に拡散係数 d(x)が依存している．その
ため，d(x)を大きくとるときに C1，C2 が正値で有界と
なる条件を考える必要がある．そこで，あるCR >が存在
して，

miny∈Ω d(y)

maxy∈Ω d(y)
> CR

を仮定すれば，

Cα−1
1 ≥

(
CR min

y∈Ω
ρ0(y)−

maxy∈Ω ϕ(y)−miny∈Ω ϕ(y)

αmaxy∈Ω d(y)

)

○
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が成り立つ．d(x)を十分大きくしたときに，C1 > 0とな
る．同様に C2 の dによらない有界性も得られる．

すなわち，(NFP)の時間大域的古典解の存在が示せれば (5)
の仮定のもとで定理 2を適応できる．

2. 証明の概略
定理 3の証明の方針は (NFP)に対する最大値原理の証
明をなぞることである．そこで，ある T > 0 が存在し
て，Ω× (0, T )で ρが最小値をとると仮定し，矛盾を示す．
(NFP)を非発散形式で表すと

∂ρ

∂t
− α(α− 1)d(x)ρα−1∆ρ−G(∇ρ)

− ρ∆ϕ(x)− αρα∆d(x) = 0

(6)

となる．ここで，G(∇ρ)は∇ρが現れる項である．(NFP)
を非発散型で記述した (6)には ρの 0階微分の項が現れ
る．そのため，ρと∆ϕ(x)，∆d(x)の関係を考察する必要
がある．この考察を避けるために µ = αd(x)ρα−1 + ϕ(x)

についての方程式を立てる．

µt = α(α− 1)d(x)ρα−1∆µ+ |∇µ|2

− αρα−1(∇d(x) · ∇µ)− (∇ϕ(x) · ∇µ).
(7)

(7)では µの 0階微分項が現れないことから，ρを与えら
れた正値関数として µについての最大値原理の証明をな
ぞることで次が成り立つ．

補題 5 (5)が成り立つと仮定する．ρを (NFP)の時間大域
的古典解とする．このとき，任意の T > 0に対して

min
y∈Ω

µ(y, 0) ≤ µ(x, t) ≤ max
y∈Ω

µ(y, 0), (x, t) ∈ Ω× [0, T ]

(8)
が成り立つ．

(8)を ρについて解くことによって (2)が得られる．(8)の
下からの評価について証明の方針を述べる．|∇µ|2 ≥ 0よ
り，(7)の方程式は

µt ≥ α(α− 1)d(x)ρα−1∆µ

− αρα−1(∇d(x) · ∇µ)− (∇ϕ(x) · ∇µ)
(9)

となる．すなわち，µはある線形放物型方程式の優解とな
る．したがって，ρ > 0である限り，[1]の結果から，任
意の T > 0に対して

min
(y,t)∈Ω×[0,T ]

µ(y, t) = min
(y,t)∈Ω×{t=0}∪∂Ω×(0,T )

µ(y, t)

が成り立つ．∂Ωは十分なめらかであることから，[2]の
理論が使えて，以下が成り立つ．

補題 6 (Hopfの補題) νはΩ上の外向き単位法線ベクトル
とする．µが (x0, t0) ∈ ∂Ω× [0, T ]で最小値をとると仮定
する．この時，

∂µ

∂ν
< 0 (10)

が成り立つ．
補題 6から，

∂µ

∂ν
= ∇µ · ν < 0

となるが，(NFP)の境界条件から，

∇µ · ν = 0

が成り立つ．したがって，∂Ω × [0, T ]上で最小値をとら
ない．よって，

min
(y,t)∈Ω×[0,T ]

µ(y, t) = min
y∈Ω

µ(y, 0)

となる．よって，下からの評価が得られる．次に，上か
らの評価についての証明の方針を述べる．下からの評価
では非線形項 |∇µ|2を 0で下から評価することによって，
線形放物型方程式の優解となることから，線形の理論が
使えた．しかし，上からの評価の際にはその方法が使え
ない．そのため，以下の変換を考える．β > 0に対して，
η = eβµ とおくと，

ηt =βeβµµt,∇η = βeβµ∇µ,

∆η = βeβµ∆µ+ β2eβµ|∇µ|2.

が成り立つので，ηの方程式を立ててみると，
ηt − α(α− 1)d(x)ρα−1∆η

+ (αρα−1∇d(x) +∇ϕ(x)) · ∇η

− β(1− α(α− 1)d(x)βρα−1)|∇µ|2 = 0

1−α(α− 1)d(x)βρα−1 < 0となるように βを十分大きく
ことによって，

ηt − α(α− 1)d(x)ρα−1∆η

+ (αρα−1∇d(x) +∇ϕ(x)) · ∇η ≤ 0

ηは線形放物型方程式の劣解となる．したがって，ηにつ
いての方程式に対して最大値原理の証明を追うことで，上
からの評価が得られる．
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