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Abstract: It is known that Ch. Hermite asserts the transcendence of ex with non-zero algebraic x, whose proof has underlying
concept of Diophantine approximation closely related to continued fractions. Although general statements exist, we show a
simple alternative proof of the irrationality of ex with x non-zero rational, relying on irregular continued fraction expansions.

1. はじめに
Napier数 eの無理数性が指数関数の Taylor展開から従
うことは, 最初に微分積分学で学ぶ内容であろう. eの無
理数性の証明は基本的に指数関数の特殊性に則る. 非零の
代数的数 xにおける ex の超越性も Ch. Hermiteの証明か
ら従うが, 他にも様々な研究がある. 本稿では L. Eulerに
よる連分数展開から導出される exの非正則連分数展開を
用いて, 0 ̸= x ∈ Qに対する ex の無理数性の簡単な別証
明 [7]を与える.

2. 正則連分数とは
定義 2.1. a0 ∈ Z, a1, a2, . . . , aN ∈ Nに対し,有理数

[a0, a1, . . . , aN ] = a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

. . . +
1

aN

(1)

を考える. pn, qn ∈ Zを p0 = a0,

p1 = a1a0 + 1, pn = anpn−1 + pn−2 (2 ≤ n ≤ N)

q0 = 1, q1 = a1, qn = anqn−1 + qn−2 (2 ≤ n ≤ N)

と定める (qn > 0). このとき [a0, a1, . . . , aN ] =
pN
qN
と

なる.

[a0, a1, . . . , aN ]を N 次近似分数,各 an(0 ≤ n ≤ N)を
部分商と呼ぶ. {qn}は狭義単調増加で pnqn−1−pn−1qn =

(−1)n−1が成立,即ち pn, qnは常に互いに素になる. n ≥ 2

に対しては an > 1とすれば, 0 < X ∈ Qに対し, (1)の
表示は一意的である. さらに任意の X ∈ Rに対しその最
大整数部分を考え, ⌊X⌋ = a0, X − a0 = ξ0, a1 =

⌊
1

ξ0

⌋
,

ξ1 =
1

ξ0
− a1, . . .と定めると ξn ̸= 0である限り,この操作

は続き,同様の表示が可能であるため, X ∈ Rの正則連分数
展開として,式 (1)の分子 1の分数 [a0, a1, . . . , aN ] =

pN
qN

を用いたX の表示を定めることができる.
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命題 2.1. X /∈ Qと正則連分数展開が無限に続くことは同
値であり,このとき数列 pN

qN
は収束して,以下が成立.

X = lim
N→∞

pN
qN

.

3. 非正則連分数とは
前節の式 (1)の分子が 1には限らない形の連分数展開を
まず形式的に考え,一般に非正則連分数という.
Eulerより e1/n = [1, n− 1, 1, 1, 3n− 1, 1, 1, 5n− 1, . . .] =

[1, (2m+ 1)n− 1, 1]m≥0（上付きの ¯ は周期部分）が知
られるが,非正則連分数でも元の値に収束する有理数列が
存在する場合は,正則と同様の考察を進められる. 非正則
連分数の収束の判定条件や, 元の数に対する, 無理数判定
条件が [2]にあるが,その J. A. Nathanによる簡略化 [7]を
紹介する. 本稿では非正則連分数として,以下の形を扱う.

定義 3.1 (非正則連分数). ai, bi ∈ R, ai ̸= 0 (i = 0, 1, . . .)

に対し,以下の表示を定める.[
ai
bi

]∞
i=1

:=

[
a1
b1

,
a2
b2

, · · ·
]
=

a1

b1 +
a2

b2 +
a3

. . .

. (2)

定理 3.1 (Hall and Knight, 1887 [1]). 自然数M ∈ Nが存
在して,条件 ( I ) (II)が成立するならば (2)は収束し,極限
値は無理数になる.

( I )1 ≤ i ≤ M に対し ai, bi は有理数で, bi ̸= 0.

(II)全ての i ≥ M+1に対して ai, biは正整数かつ bi > ai.

Proof. α :=
[
ai

bi

]∞
i=M+1

とおく.
[
ai

bi

]∞
i=1

=
[
a1

b1
, a2

b2
, · · · , α

]
より, α /∈ Qを示せば十分である（条件 ( I )より番号M

以下の部分は有理数）. α ∈ Q と仮定して矛盾を導く.
k = 0, 1, · · · に対して以下を定める.

fk =
[aM+i

bM+i

]∞
i=k+1

即ち fk =
aM+k+1

bM+k+1 + fk+1
. (3)

仮定から 0 < fk < 1 (k = 0, 1, · · · )である. f0 = αで,さ
らに fk ∈ Qより fk+1 ∈ Qが従う. ここで fk = pk

qk
とお

くと, pk, qk は互いに素な正整数になる (qk > pk).
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式 (3)より, fk+1 =
pk+1

qk+1
=

qkaM+k+1 − pkbM+k+1

pk
即ち

pk+1 < qk+1 ≤ pk となって, p0, p1, p2, · · · は狭義減少の
正整数の無限列になるが,これは不可能.従って α /∈ Q. □

定理3.1を適用して, Nathanによる ey の無理数性を証明
する.

定理 3.2. 任意の非零有理数 yに対し, ey は無理数である.

Proof. [7]
ey の非正則連分数展開として tan y の展開から得られる
Eulerの次式 (4)を用いると,この連分数は ∀y ∈ Rに対し
N → ∞のときに ey に収束することが判定できる.

ey =

[
1

1
,
− 2y

2 + y
,
y2

6
,
y2

10
, · · · y2

4N + 2
, · · ·

]
. (4)

今 h, t ∈ Z, t > 0とする. 非正則連分数 (2)に現れる任意
の 3つ組 (bk, ak, bk+1)は t倍しても収束値は不変であるこ
とより, (4)において k = 2, 3, · · · に対し,各 (bk, ak, bk+1)

を t倍すると (t ∈ Z),

ey =

[
1

1
,

− 2yt

(2 + y)t
,
t2y2

6t
,
t2y2

10t
, · · · t2y2

(4N + 2)t
, · · ·

]
となる.

従って y =
h

t
(h, t ∈ Z)のときに以下が得られる.

eh/t =

[
1

1
,
− 2h

h+ 2t
,
h2

6t
,
h2

10t
, · · · h2

(4N + 2)t
, · · ·

]
.

上記では h = 0の場合を除いて,収束値が無理数になる
ための定理3.1の条件

N >
h2 − 2t

4t

が成立している. h = 0の場合は e0 = 1である. 以上より,
任意の有理数 y ̸= 0に対して ey は無理数になる. □

最後にHermite [2] [3]による eの有理数乗の無理数性の
証明を記述して比較しよう.

Proof. [2, Theorem 48]

t, h ∈ Z, y =
h

t
∈ Qかつ ey ∈ Qならば, ety = eh も有

理数. e−h が有理数ならば, eh も有理数. 従って正整数 h

に対し ehが有理数になり得ないことを証明すれば十分で
ある. 正整数 a, bに対し eh = a

b と仮定して矛盾を導く.

F (x) = h2nf(x)− h2n−1f ′(x) + · · · − hf (2n−1)(x) + f (2n)(x)

とおく. ただし f(x) =
xn(1− x)n

n!
とする. F (0), F (1)が

整数であることと,
d

dx
{ehxF (x)} = h2n+1ehxf(x)より,

b

∫ 1

0

h2n+1ehxf(x)dx = aF (1)− bF (0) (5)

は整数になる (式 (5)はHermiteの恒等式と呼ばれる等式).
しかし 0 < x < 1に対しては 0 < f(x) <

1

n!
である. これ

より (5)の整数は十分大きい nに対して

0 < b

∫ 1

0

h2n+1ehxf(x)dx <
bh2neh

n!
< 1

となるが, 0と 1の間に整数が存在することになり矛盾. □

両者の証明を比較すると, Nathan の証明のように収束
する非正則連分数展開を有し,定理3.1が使えるならば,無
理数性の証明が可能である. これは Hermiteの恒等式や,
Legendre多項式の一種である f(x)のような適切な対象が
見つからない場合は,有効である.

4. 今後の課題
円周率 π = [3; 7, 1, 15, · · · ]に対しては,種々の非正則連
分数展開は知られているが,正則連分数展開の一般形の確
立はいまだに未解決である. 自然対数の有理数における値
についても同様である.

今後は, 連分数展開を用いて, 様々な数の新たな性質を
調べたいと考えている.
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