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Abstract: This study investigates the assignment of variables to vertices aimed at reducing nontrivial S-pairs in Gröbner
basis computation for the 3-coloring ideals of planar graphs. We employ the Smallest-First Ordering to bound the worst-case
number of nontrivial S-pairs from O(n2) to O(n) in planar graphs.

1. はじめに
いくつかの計算困難問題は，入力を単純な構造に制限
すると多項式時間で解ける場合がある．一方，グラフ 3彩
色問題は最大次数 4以下の平面グラフに限定してもNP完
全であり [1]，（P ̸= NPの仮定の下では）多項式時間アル
ゴリズムは望めない．
本研究では，グラフ 3彩色問題の代数的な定式化に基
づき，特に平面グラフの場合について，頂点への変数の割
り当て方に着目した有効な手法を検討する．定式化の方
法は Bayerの定式化 [2]を用いる．

2. グラフ 3彩色問題の代数的定式化
G = (V,E)をグラフとする．Bayerの定式化では，各頂
点 vi ∈ V に色を表す変数 xi ∈ {1, ω, ω2} (ω = e

2π
3 i ∈ C)

を割り当てる．n = |V |とし，C[x1, . . . , xn]上で
fi := x3

i−1 (vi ∈ V ), gjk := x2
j+xjxk+x2

k ({vj , vk} ∈ E)

を定める．このとき，fi = 0は xi ∈ {1, ω, ω2}に同値で
あり，さらに fj = fk = 0の下で gjk = 0は xj ̸= xk に
同値である．fi, gjk から生成されるイデアル

IG = ⟨fi, gjk | vi ∈ V, {vj , vk} ∈ E ⟩

をグラフ Gの 3彩色イデアルと呼ぶ．
多項式からなる連立方程式 h1 = h2 = · · · = hs = 0が
解を持たないことは，下の定理より 1 ∈ ⟨h1, . . . , hs⟩と同
値である．
定理 1 (弱形の零点定理 [3]). k を代数的閉体とし，I ⊆
k[x1, . . . , xn]をV(I) = ∅を満たすイデアルとする．この
とき I = k[x1, . . . , xn]である．
したがって，解を持つかは ⟨h1, . . . , hs⟩ の被約グレブ
ナー基底が {1}となるかを調べれば分かる．以下では，単
項式順序は x1 > x2 > · · · > xn による lex順序を使う．
グレブナー基底計算におけるボトルネックは，S多項式
の余り S(f, g)

F の計算である．ブッフバーガーのアルゴ
リズムでは，0でない余りが得られる度にそれを基底に追
加し，新しい元と既存の元の全組合せに対して S 多項式

1: 日大理工・院 (前)・数学 2: 日大理工・教員・数学

の余りを計算するため，候補ペア（S-ペア）の数が膨大
になる．したがって，この S-ペアの数を削減することが
計算の効率化の鍵となる．S(f, g)

F の計算を省略できる
条件はいくつかあるが，代表的なものに「S(f, g)が標準
表現を持つ場合」，「f, gの先頭単項式が互いに素である場
合」などがある（[3]の第 2章§9,§10に詳しい）．

3. 変数の割り当てによる影響
各頂点への変数の割り当て方は，全体の計算量に大きく
影響しうる．ここではグラフの小さな局所構造に着目し，
効果的な割り当ての方針を検討する．

3頂点のパスグラフG1 : v1−v2−v3とG2 : v2−v1−v3

を考える．G1 からは F1 = {f1, f2, f3, g12, g23}が得られ
る．先頭単項式が互いに素でないペアは (f1, g12), (f2, g23)

の 2つあるが，その S 多項式はどちらも標準表現をもつ
ため，F1 は初めからグレブナー基底になっている．
一方，G2が作る F2 = {f1, f2, f3, g12, g13}からは，すぐ
にはグレブナー基底は得られない．これは，S(g12, g13) =

x1x2−x1x3+x2
2−x2

3を F2で割った余りが 0とならないか
らである．より一般に i < j < kのとき，LT(S(gij , gik)) =
xixj となり，これはどの LT(f)や LT(g)でも割り切れな
い．したがって 0 でない余りが発生し，S-ペアの増加に
つながる．
G2 におけるこの現象の原因は，次数 2 の頂点に最も
順位の高い変数 x1 を割り当てた点にあり，それにより
(g12, g13)という S-ペアが発生した．星グラフなどでは次
数の大きい頂点に順位の高い変数を割り当てると，このペ
アの数が O(n2)になる．逆に言えば，次数の小さい頂点
に順位の高い変数を優先的に割り当てると，(gij , gik) 型
の S-ペアの発生を抑制できる．

4. Smallest-First Orderingによる変数の割り当て
前節の考察から，次数の小さい頂点から優先して選ぶ
ような順に基づけば，(gij , gik)型の S-ペアの数を削減で
きると考えられる．本節では，次で定義する順により各頂
点に変数を割り当てる．
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定義 2 (Smallest-First Ordering). グラフGから，その時点
での次数最小の頂点を削除する操作を Gが空になるまで
繰り返し，頂点を削除した順に v1, v2, . . . , vn とする．こ
の順を Smallest-First Orderingと呼ぶ．

Smallest-First Ordering（以下，SFO）は，Smallest-Last
Ordering（以下，SLO）の逆順であり，O(|V |+ |E|)で構
成できる [4]．この順を用いることで，平面グラフの場合
に (gij , gik)型の S-ペアの数に O(n)の上界を与えること
ができる．
G = (V,E)を単純平面グラフとする．n = |V |, m = |E|
とすると，n ≥ 3のときm ≤ 3n− 6であり，Gは次数 5

以下の頂点を持つことが知られている（[5]など）．

命題 3. G を平面グラフとし，SFO によって頂点を
v1, v2, . . . , vn とする．このとき，(gij , gik)型の S-ペアの
個数 Npairs は Npairs ≤ 2m ≤ 6n− 12を満たす．

証明. 先頭単項式が互いに素な組（(gij , gjk)など）を除外
すると，残るのは固定した iに対する gij (i < j)同士の
ペアのみである．削除時点での次数を diとおくと，gij は
di 本あるのでペアの数は

(
di

2

)．よって
Npairs =

∑
i

(
di
2

)
=

∑
i

di(di − 1)

2
.

Gは平面グラフだから常に di ≤ 5．したがって di−1 ≤ 4

より (
di

2

)
≤ 2di．ゆえに
Npairs ≤

∑
i

2di = 2m ≤ 6n− 12.

[4]によると，SLOはmaxi deg(vi | Gi) = δ̂(G)を達成
する．δ̂(G)は degeneracyと呼ばれるグラフ不変量である．
k := δ̂(G)とおけば，SFOでは各削除時点の次数 di ≤ k

が常に成り立つ．よって

Npairs =
∑
i

(
di
2

)
≤

∑
i

(
k

2

)
=

k(k − 1)

2
n

となり，kが定数で抑えられるグラフに対しては O(n)の
上界を得ることができる．

5. 全体の計算量への影響
SFOによる割り当てがグレブナー基底計算全体に与え
る影響を調べるために，実験を行った．

10頂点 20辺からなる平面グラフをランダムに 10個作
成し，v1, v2, . . . , vnをA:ランダムな順，B:次数の大きい
順，C:SFOによる順によって定め，実際に 3彩色イデアル
のグレブナー基底計算を行った．単項式順序は，一般に計
算が高速な grevlex順序を用いた．（ここまでの議論は主要
な単項式順序（lex,grlex,grevlex）のいずれでも成り立つ．）

gij-gik ペア 総ペア 処理ペア 係数長
A 24.9 2716.4 764.0 14.8

B 34.8 4239.8 1425.3 15.7

C 14.3 1561.5 326.9 5.2

「総ペア」はアルゴリズムが候補として生成した全ペア
数，「処理ペア」はそのうち先頭単項式が互いに素でなく実
際に S(f, g)

F を計算した数である．「係数長」は計算途中
に現れた多項式の係数の高さの最大値のビット長．（有理数
b
a (a, b ∈ Zは互いに素で a ̸= 0)の高さとは，max{|a|, |b|}
のこと．）各値はいずれも 10ケースの平均である．
期待通り，SFOによる順 (C)では初期の (gij , gik)型の

S-ペア数が削減され，処理ペア数や係数長を含む全体の
計算量が抑制された．

6. 結論と今後の展望
Smallest-First Orderingに基づく変数の割り当てが，平
面グラフの場合に (gij , gik)型の S-ペア総数に O(n)の上
界を与えることを示し，実験でも計算量が抑制されるこ
とを確認した．
今後は，他のグラフ不変量や S-ペア判定基準に基づく
前処理の設計などを検討する．さらに，独立集合問題や頂
点被覆問題などの離散最適化問題の代数的定式化に対し
ても，同様の割り当て戦略の有効性を検証する．
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